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Kombinatorische Abzahlverfahren
Vorwort
TEIL A: Basiswissen

Was zum Teufel ist das?
Wofiir benotigt man “~Kombinatorische Abzahlverfahren’?
Welche “Kombinatorischen Abzahlverfahren’ gibt es?

e
WN

N

Produktregel - das einfache Verfahren

Schneller Uberblick: Permutation, Variation und Kombination
Permutationen - die Starterklasse

Kombinationen - die Kdnigsklasse

Variationen - die Meisterklasse

aunhw

Urnenmodelle zu den “Kombinatorische Abzihlverfahren”
Geordnete Stichproben ohne Zuriicklegen

Geordnete Stichproben mit Zuriicklegen

Ungeordnete Stichproben ohne Zuriicklegen

Ungeordnete Stichproben mit Zuriicklegen

-
HOL®N

12. Binomialkoeffizent — das Zauberwort fiir Kombinationen
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Vorwort
Zielgruppen: Fiir wen ist dieses Material konzipiert?

Dieses Lernmaterial ist grundsatzlich fir alle geeignet, die sich flir Statistik
interessieren.

Ganz besonders hilfreich ist es

e zum Selbststudium,

e zur Vorbereitung des Unterrichtes sowie
e zur Wiederholung des gelernten Stoffes.

Fir Schiler, Studierende, Lehrer und mathematisch Interessierte ist das vorliegende
Material gleichermaBen bestens geeignet.
Nutzen: Was bringt mir das?

Lernende kénnen sich durch die prazise Darstellung schnell das gewiinschte Wissen
aneignen und anhand der Beispiele vertiefen.

Wiederholende finden schnell die relevanten Formeln sowie die notwendigen
Voraussetzungen flr ihre Anwendung. Zusatzliche Beispiele vertiefen den Lerneffekt.

Lehrer haben effizientes Lehrmaterial fur die Schiler zur Verfigung. Ausgewahite
Beispiele zu den jeweiligen Themen erganzen den Unterricht und kdnnen als Ubungen
oder Hausaufgaben eingesetzt werden.

Inhalt und Aufbau des Lernmaterials

Dieses Lernmaterial erklart die “Kombinatorischen Abzahlverfahren’. Es werden die
entsprechenden Formeln und Voraussetzungen benannt sowie passende Beispiele zur
Vertiefung des Stoffes erlautert.

Teil A: "Kombinatorische Abzahlverfahren’ - Basiswissen

Teil B: "Kombinatorische Abzahlverfahren” - Aufgaben
Teil C: "Kombinatorische Abzéhlverfahren’ - Komplettlésungen zu den Aufgaben
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Kombinatorische Abzahlverfahren

1. Was zum Teufel ist das?

Kombinatorische Abzahlverfahren ermdéglichen die Berechnung der Anzahl von [
Méglichkeiten, die sonst nur durch sehr, sehr groBe Abzahldiagramme dargestellt

werden konnten.

Vorteil: Sie vereinfachen die Berechnung der ,Anzahl der mdglichen Ergebnisse".
Vereinfachen ist gut, deshalb sollten alle Interessierten hier unbedingt weiterlesen...
1.2. Wofiir benotigt man “Kombinatorische Abzdhlverfahren’?

Wie bereits bekannt, wird die Laplace-Wahrscheinlichkeit nach der Formel

Anzahl der flir E ginstigen Ereignisse

P(E) = - _
Anzahl der méglichen Ergebnisse

Tja, und nun benétigt man die "Anzahl der mdoglichen Ergebnisse’. Dies kann
manchmal recht einfach sein, meist trifft dies aber leider nicht zu. Aus diesem Gunde
nutzt man die “Kombinatorische Abzé&hlverfahren”.

1.3. Welche "Kombinatorischen Abzdhlverfahren "gibt es?

Produktregel A=n;-ny-..-ng
N!
Permutation A=N! und A=
kil kol ky!
- N! K
Variation A=—— und A=N
(N-k)!
. N N! (N+k-1)!
Kombination A=—— und A=———
(N-k)!-k! (N-1)!-k!

_7:E?"aﬁ&i:iiEE%EEEEEE?’mEEEEEE%EEEEEE%EEEEEE%EEEEEEmﬁ;EEE%EEEEEEmEEEEEE%EEEEEE%EEEEEE%EEEEEEmEEEEEE%EEEEEE%EEEEEE%EEEEEE%E?EEEE%&

Das einfachste Verfahren ist die Produktregel. Deshalb wird diese auch zuerst erklart.
Auf den nachfolgenden Seiten werden dann Permutation, Variation und Kombinationen
erlautert. Zum leichteren Verstehen ist allen Erléduterungen gleich ein Beispiel
zugeordnet, sodass man sofort die Anwendbarkeit nachvollziehen kann.

AbschlieBend werden die Analogien zu den Urnen-Modellen beschrieben.

Viele Beispiele in unterschiedlichen Schwierigkeitsstufen vervollstdndigen dieses
Lernmaterial und tragen zum Verstandnis der einzelnen Sachgebiete bei.
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2. Produktregel — das einfachste Verfahren

Die Produktregel errechnet alle méglichen Anordnungen von n Elementen in k

Teilmengen.

Anders ausgedriickt: Wie viele Moglichkeiten gibt es, alle Elemente aus allen
Teilmengen miteinander zu kombinieren?

Hort sich kompliziert an, ist aber ganz einfach.

Produktregel

Voraussetzungen:
1) Alle Elemente (n) der Teilmengen (k) unterscheiden sich voneinander.
2) Es missen alle Elemente jeder Teilmenge ausgewahlt werden.
3) Jedes Element darf nur 1x ausgewahlt werden.

Anzahl der Mdglichkeiten: A=n;-n,-...-n,

Beispiel: Auto-Ausstattung

Ein Hersteller bietet folgende Ausstattungsmerkmale an:

Leistung: 50 kW, 70 kW und 90 kW

Farben: weiB3, blau, rot, schwarz

Reifen: Sommerreifen, Winterreifen, Allwetterreifen

Wie viele unterschiedliche Ausstattungen kann der Hersteller anbieten?

1.Merkmal (Leistung): n=3
2.Merkmal (Farben): n=4
3. Merkmal (Reifen): n=3
A=ny-ny-...-ng (A = Anzahl aller Méglichkeiten)

A=3.4.3-36 A =36

Antwort: Es gibt 36 Ausstattungen.
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3. Schneller Uberblick: Permutation, Variation und Kombination:

Das nachfolgende Diagramm zeigt die Unterschiede der Verfahren ...

aber keine Angst,

auf den nachsten Seiten wird alles wird langsam und verstandlich mit vielen Beispielen

erklart!

[ Weitere "Kombinatorische Abzahlverfahren’

A

Permutationen

Variat

ionen

[ Kombinationen

S & )

A 4

A

y

<
y

Reihenfolge ist wichtig

Reihenfolg

e ist wichtig

~—

[ Reihenfolge nicht wichtig

A 4

A

y

Alle Elemente auswahlen

Einige Elemente auswahlen W

A 4

-~ —

i Einige Elemente auswahlen

A\ \\ J L J
Kein Einige Kein Einige Kein aus- Einige
Element Elemente ausgewahltes ausgewahlte gewdhltes ausgewahlte
kommt sind Element Elemente Element Elemente
mehrfach mehrmals kommt [ sind kommt sind
vorhandenen mehrfach vor || mehrmals mehrfach mehrmals
orhanden vor vorhanden
o - — —
A 4 A 4 V A 4 A 4
Anzahl: Anzahl: Anzahl Anzahl: Anzahl: A= Anzahl :
A=N! A-— N A=NK _ N _ (kD1
kq!-ka! -Kp TIN- k)' (N-K) 1 k! (N=K) ! k!
z.B. Foto- z.B. z.B. Sieger- z.B. Elfer- z.B. Lotto z.B. Waren-
shooting Anagramm Einlauf wette entnahme
—

= Anzahl der berechneten Mdglichkeiten (Anordnungen).
Gesamtanzahl der Startelemente
Anzahl der entnommenen (ausgewahlten) Elemente

A
N
K
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4. Permutationen - die Starterklasse

Permutationen sind alle mdglichen Anordnungen (Reihenfolgen) von N

Elementen, in der alle Elemente verwendet werden.

Anders ausgedriickt: Wie viele Méglichkeiten gibt es, alle Elemente der Ausgangs-
menge in einer einzigartigen Reihenfolge anzuordnen?

Es wird zwischen 2 Anordnungen unterschieden:
a) Die Elemente dirfen sich nicht wiederholen.
b) Die Elemente dirfen sich wiederholen.

Jetzt aufgepasst, es wird ernst!

a) Permutationen ohne Wiederholung

Voraussetzungen:

1) Alle Elemente (N) der Ausgangsmenge unterscheiden sich voneinander.
2) Es miuissen alle Elemente der Ausgangsmenge ausgewahlt werden.

3) Jedes Element darf nur 1x ausgewahlt werden.

Anzahl der Méglichkeiten: A = N !

B e e e e B R R

Beispiel: Foto-Shooting

3 Maédels posieren fir ein Foto-Shooting. Wie viele unterschiedliche Fotos
entstehen, wenn jedes Mal die Platze getauscht werden?

Hinweise zur Auswahl:

1) Reihenfolge ist wichtig - es soll ja jedes Bild eine andere Anordnung zeigen.

2) Alle Elemente auswahlen - jedes Madel mochte auf jedem Bild sein.

3) Kein Element kommt mehrfach vor - jedes Madel ist einzigartig.

Diese Auswahlkriterien im Diagramm verfolgen!

N=3 (Anzahl aller Elemente)
A=N! (A = Anzahl aller Fotos = Anzahl aller Méglichkeiten)

A=31=3.2.1=6 A=6
Antwort: Es entstehen 6 unterschiedliche Fotos.

Kontrolle: Annabelle Beatrice Caroline
ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA
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5. Kombinationen - die Konigsklasse

Kombinationen sind alle méglichen Anordnungen von Teilmengen ohne

Beachtung der Reihenfolgen.

Anders ausgedriickt: Wie viele Madoglichkeiten gibt es, die Elemente der
ausgewahlten Teilmenge darzustellen?

Es wird zwischen 2 Anordnungen unterschieden:
a) Die ausgewahlten Elemente dirfen sich nicht wiederholen.
b) Die ausgewahlten Elemente dirfen sich wiederholen.

a) Kombinationen ohne Wiederholung

Voraussetzungen:
1) Alle Elemente der Ausgangsmenge (N) unterscheiden sich voneinander.

2) Es dirfen nur Teilmengen (k = Anzahl der Elemente) ausgewahlt werden.
3) Jedes Element darf nur 1x ausgewahlt werden.

N!

Anzahl der Méglichkeiten: A=————
(N-k)!-k!

Siehe auch Binomialkoeffizient (Punkt 12).

Beispiel: Lotto 6 aus 49

Von 49 Kugeln werden 6 Kugeln gezogen. Wie viele Mdglichkeiten gibt es,
diese 6 Kugeln zu ziehen. (Die Reihenfolge der Kugeln ist egal.)

Hinweise zur Auswabhl:
1) Reihenfolge ist nicht wichtig.
2) Es werden 6 Elemente (Teilmenge) ausgewahlt..

3) Kein Element kommt mehrfach vor - jede Kugel kann nur 1x ausgewdhlt werden.

Diese Auswahlkriterien im Diagramm verfolgen!

N = 40 (Anzahl aller Elemente)
k=6 (Anzahl Elemente der Teilmenge)
Ao NY
(N-k)!-k!
|

Antwort: Ca. 14 Millionen Méglichkeiten gibt es, diese 6 Kugeln zu ziehen.
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12. Binomialkoeffizent — das Zauberwort fiir Kombinationen

Mit dem Binomialkoeffzienten lassen sich mégliche Anordnungen in der Kombinatorik
sehr leicht berechnen.

Binomialkoeffizient (sprich: n Uber k)

Der Binomialkoeffizient gibt an, auf wie viele unterschiedliche Arten man eine
Teilmenge (k Elemente) aus der Gesamtmenge (n) auswahlen kann.

Ubertragen auf das Urnenmodell:
Ziehen ohne Zurilicklegen, Ergebnismenge ohne Beachtung der Reihenfolge.

Siehe auch Kombinationen ohne Wiederholung (Punkt 5).

Beispiel: Lotto 6 aus 49

Von 49 Kugeln werden 6 Kugeln gezogen. Wie viele Méglichkeiten gibt es,
diese 6 Kugeln zu ziehen. (Die Reihenfolge der Kugeln ist egal.)

Hinweise zur Auswabhl:
1) Reihenfolge ist nicht wichtig.
2) Es werden 6 Elemente (Teilmenge) ausgewahlt..

3) Kein Element kommt mehrfach vor - jede Kugel kann nur 1x ausgewahlt werden.

Diese Auswahlkriterien im Diagramm verfolgen!

N = 40 (Anzahl aller Elemente)
k=6 (Anzahl Elemente der Teilmenge)
Ao N
(N=k)!-k!
49 |

:E4§ _GW A =13.983.816

Antwort: Ca. 14 Millionen Méglichkeiten gibt es, diese 6 Kugeln zu ziehen.
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